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ตรีโกณมิติและการประยุกต 

 4.1 ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 
  
 

หัวขอ 
1. ฟงกชันตรีโกณมิติของ

ผลบวกและผลตางของ
จํานวนจริงและมุม 

2. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมสองเทา 

3. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมสามเทา 

4. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมครึ่งเทา 

5. ผลคูณของฟงกชัน
ตรีโกณมิติและผลบวกและ
ผลตางของฟงกชัน
ตรีโกณมิติ 

6. อินเวอรสของฟงกชัน
ตรีโกณมิติ  

7. เอกลักษณและสมการ
ตรีโกณมิติ 

8. กฎของโคไซนและไซน 
9. การหาระยะทางและ      

ความสูง 
 
 

           ในหัวขอนี้จะกลาวถึงฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของ
จํานวนจริงหรือมุม โดยจะศึกษาวาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและ
ผลตางของสองจํานวนนั้นจะเปนเทาใด และผลที่ไดจะนําไปใชประโยชนอะไรได
บาง ส่ิงแรกที่จะพิจารณาคือคาของฟงกชันโคไซนของผลตางระหวางจํานวนจริง
สองจํานวน หรือมุมสองมุม นั่นคือพิจารณาคาของ cos(α - β) เมื่อ α , β เปน
จํานวนจริงหรือมุมใด ๆ    

      บนวงกลมหนึ่งหนวยใหสวน
โคง PP1 ยาว β หนวย และสวน 
PP2 ยาว α หนวย 

          ดังนั้นสวนโคง PP3 ย
P3 เปน (x1 , y1) , (x2 , y2) แ
          เนื่องจากสวนโคง PP
เทากับ P1P2  
        นั่นคือ            2
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             เนื่องจากจุด (x1 , y1

ยาว β, α และ α - β หนวย 
        จะได x1 = cosβ        
                  x2 = cosα        
                x3 = cos(α - β) 
  จากสมการ  จะได  

Y
P2(x2 ,y2) P3(x3 ,y3)

( −αcos 
P1(x1 ,y1)

      ดังนั้นสวนโคง P1 , P2 ยาว 
α - β หนวย  ใหสวนโคง PP3 
ยาวเทากับ PP2  

าว  α - β หนวย ใหโคออรดิเนตของจุด P1 , P2 , 
ละ (x3 , y3)  ตามลําดับ ดังรูป  
3 ยาวเทากับคอรด P1P2  ดังนั้นคอรด PP3 ยาว

 2
21PP

) ( ) ( )
2
112

2
2

2
112

2
2

2
3

2
12

2
12

2

yyy2yxxx2xy

yyxx0

+−++−=

−+−=−  

 
12123

1212
yyxx

2yy2xx22
+=

+−−=

) , (x2 , y2) และ (x3 , y
ตามลําดับ  
, y1 = sinβ  
, y2 = sinα 
 

X
P(1 ,0)

 

) +βα=β sincoscos
3)  เปนจุดปลายสวนโคง

βα sin  



 
จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 4.1 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้
แลวนักเรยีนสามารถ 
1. บอกคาของ 

( ) ( β)±αβ±α cos,sin      
ในรูปของ ,αsin βsin , 

αcos และ  ได βcos

2. บอกคาของ ( )β±αtan       
ในรูปของ และ αtan βtan  
ได  

3. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ
ของจํานวนจริงหรือของมมุ
โดยใชฟงกชันตรโีกณมิติ 

( ) ( )β±αβ±α cos,sin ,
( )β±αtan  

        ที่กลาวมาขางตนเปนการหา cos(α - β) หรือโคไซนของผลตางระหวาง
จํานวนจริงสองจํานวนหรือมุมสองมุม ที่กลาวถึงกอน เพราะหาคาไดงาย และ
สามารถนําไปใชในการหาฟงกชันที่สําคัญอ่ืน ๆ คือ cos(α + β) , sin(α + β) , 
sin(α - β)   ซึ่งหาไดดังนี้  
           cos(α + β)  = cos(α - (- β))  
                               = cosαcos(- β) + sinαsin(- β)    
                               = cosαcos β -  sinαsin(- β)    
                               = cosαcos β -  sinαsin β    
         ดังนั้น  

 ( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
 

         ในการหา sin(α + β) อาจทําไดโดยการพิสูจนวา α=⎟
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           ดังนั้น  
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       นั่นคือ  
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       ดังนั้น  
( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin   

 
 
 



               เนื่องจาก  ( ) ( )( )β−+α=β−α sinsin  

                                 
( ) (

( )
βα−βα=
β−α+βα=

β− )α+β−α=

sincoscossin
sincoscossin

sincoscossin
 

       ดังนั้น  
( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin   

สรุปสูตรฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 
( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin  
( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin  
( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
( ) βα+βα=β−α sinsincoscoscos  

 

  

           ฟงกชันไซนและโคไซนของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือของมุม  
สามารถนําไปใชในการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงหรือมุมได  
ดังตัวอยางตอไปนี้  

  

 ตัวอยาง 1  จงหาคา cos75°  
 วิธีทํา    จาก 75° = 45° + 30° ดังนั้น  
             cos75° = cos(45° + 30°) 
                      =cos45°cos30° - sin45°sin30° 
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 ตัวอยาง 2  จงหาคา ⎟
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 ตัวอยาง 3  จงหาคา sin(7π/2)  
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 ตัวอยาง 4  จงหาคา sin80°cos20° - cos80°sin20°  
  วิธีทํา  จากสูตร ( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin  
           ดังนั้น sin80°cos20° - cos80°sin20° = sin(80° – 20°) 
                                                 = sin60°  
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ตัวอยาง 5  ถากําหนดให π<α<
π

=α
4

,
5
4sin  และ 

5
2sin −=β   

2
3π

<β<π  จงหาคาของ cos(α + β) , sin(α + β)   

 

5 

 
 

π<α<
π

=α
4

,
5
4sin  
รูป I 

 วิธีทํา   จาก π<α<
π

=α
4

,
5
4sin   

          กําหนดให 
r
y

5
4sin ==α  โดย y = 4 , r =5 จากรูปI จะเห็นวา  

(x ,4) คือจุดซึ่งอยูบนวงกลม x2 + y2 = 25 และอยูในจตุภาค 2 ดังนั้น  
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         จากที่กลาวมาจะได 
5
3

r
xcos −
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sin −=β

         จาก 
5

2sin −=β  , 
2

3π
<β<π   

         กาํหนดให 
r
y

5
2sin =

−
=α  โดย y = -2 และ r = 5  จากรูป II       จะ

เห็นวา (x,-2) คือจุดซึ่งอยูบนวงกลม x2 + y2 = 5 และอยูในจตุภาค 3 ดังนั้น  
( ) 0x,52x 22 <=−+
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         จากที่กลาวมาจะได 
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        ดังนั้น ( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
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        ดังนั้น ( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin  
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 ตัวอยาง 6  จงพิสูจนเอกลักษณ ( ) 1cotcot
sinsin

cos
+βα=

βα
β−α  

     วิธีทํา  ( )
βα

βα+βα
=

βα
β−α

sinsin
sinsincoscos

sinsin
cos  

                             

1cotcot

1
sinsin
coscos

sinsin
sinsin

sinsin
coscos

+βα=

+
βα
βα

=

βα
βα

+
βα
βα

=

 

  

  
 
1 จงหาคาของ  

1)  °15cos
2) 

12
7π

75
°165cos

cos  
3)  °15sin 4)  °sin
5)  

6) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
sec

°°

 

7) −°° 20sin70sin20cos70cos
°

  
8) °−°° sin160cos40cos160sin 40   
9) 

12
sin

12
cos

12
cos

12
sin −

77 ππππ   

10) 
12

sin
12
5sin

12
5cos

12
ππ

+
ππcos   

 
2.  จงหาคาของ sin(α+β) , cos(α+β) ,sin(α+β) ,cos(α - β) เมื่อกําหนด 

1) 
5
3sin =α 2/0 , π<α<  , 

5
52cos =β  และ 0

2
<β<

π
−  

2) 
5
5cos =α 2/0 , π<α<  , 

5
4sin −=β และ 0

2
<β<

π
−

( )

 

 
3.  จงพิสูจนเอกลักษณ  

1) βα+=
βα

β+α
tancot1

cossin
sin

( )

 

2) βα−=
βα
β+α tantan1

coscos
cos  

 
  

         จ าก เ อกลั กษณ ขอ ง  
θ
θ

=θ
cos
sintan  และกา รพิ สู จน เ อก ลักษณ ขอ ง  

sin(α + β) และ cos(α + β) จะสามารถหาคาของ tan(α+β) ไดดังนี้  
        ( ) ( )

( )β+α
β+α

=β+α
cos
sintan  

 

กิจกรรม 1 



                  

βα
βα

−
βα
βα

βα
βα

+
βα
βα

=

βα−βα
βα+βα

=

coscos
sinsin

coscos
coscos

coscos
sincos

coscos
cossin

sinsincoscos
sincoscossin

  

                    (เมื่อ cosα ≠ 0 , cosβ ≠ 0) 

                  
βα−
β+α

=
tantan1

tantan   

ดังนั้น  
( )

βα−
β+α

=β+α
tantan1

tantantan  
 

 และในทํานองเดียวกันสามารถพิสูจนไดวา  
( )

βα+
β−α

=β−α
tantan1

tantan
tan  

 
 ตัวอยาง 7  จงหาคา tan 15°  

 วิธีทํา  เนื่องจาก 15° = 45° - 30°  
         tan 15° = tan(45° - 30°)  

                  ( )

2679.0
13
13

11

1
30tan45tan1

30tan45tan

3
1

3
1

≈
+

−
=

⎟
⎠
⎞
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⎛+

−
=

°°+
°−°
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 ตัวอยาง 8  กําหนด α และ β เปนมุมในจตุภาคที่ 1 ซึ่ง  

                 
5
4sin =α  และ 

13
5cos   จงหา tan(α+β) และ tan(α-β)  =α

  วิธีทํา  เนื่องจาก α และ β เปนมุมในจตุภาคที่ 1 และ  
5
4sin =α  และ      

           
13
5cos =α  จะไดวาจุด (3,4) อยูบนดานส้ินสุดของมุม α และ    

         (5,12) อยูบนดานส้ินสุดของมุม β 
 

รูป I  
     จาก

Y (5,12) (3, 4) 
 
รูป II 

รูป I จะไดวา 
5
3cos,

5
4sin =α=α  และ 

3
4tan =α  

13 5

β α

O XO X



    จากรูป II จะไดวา 
13
5cos,

13
12sin =β=β  และ 

5
12tan =β  

    จะได  ( )
βα−
β+α

=β+α
tantan1

tantantan  

                            

( ) ( )
( )( )

33
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     และ  ( )
βα+
β−α

=β−α
tantan1

tantan
tan  

                            

( ) ( )
( )( )
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 ตัวอยาง 9  จงพิสูจนเอกลักษณ ( ) θ=π+θ tantan  

 วิธีทํา          ( )
πθ−
π+θ

=π+θ
tantan1

tantantan  

                                 
θ=

⋅θ−
+θ

=

tan
0tan1

0tan
 

  

  
 
 

1. จงหาคาของ  
1)  °75tan °255cot2)  
3) tan 195° 4) 

12
19tan π  

5) 
°°+
°−°

40tan220tan1
40tan220tan

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
5cot  6)  

7) 
°°+
°+°

70cot130cot1
20tan230cot °°+°

 

8) +° 30tan15tan30tan15tan
 

2. กําหนด α และ β  เปนมุมในจตุภาคที่ 1 และ 2 ตามลําดับ ซึ่ง 
3
4tan =α  

และ  
13
12cos β −=  จงหาคาของ  

1)  ( )β+αtan ( )β−α 2) tan  
 
3. จงพิสูจนเอกลักษณตอไปนี้  

1) ( ) θ−=θ−π tan ( )tan  2) 
α+β
−βα

=β+α
cotcot

1cotcot

( )

cot  

3) 
βα+

βα
=β−α

tantan1
secsecsec  

 
 

กิจกรรม 2 



 
 
แบบฝกหัด 4.1 

1. จงหาคาของ  
1)  ( )°− 375cos

5) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
7tan  

2)  °195sin 6)  °105sec
3)  °345tan 7)  °165cot

4) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
sin  

8)  °795eccos

 
2. จงหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติตอไปนี้  

1) °°−°° 110cos20sin20cos110sin  5) 
°°+
°−°

40tan220tan1
40tan220tan  

2)  °°+°° 38sin22cos38cos22sin 6) 
°°−
°+°

25tan20tan1
25tan20tan  

3) °°−°° 20sin160sin20cos160cos  7) °°−°° 160cos40cos160sin40sin  

4) °°+°° 10sin40sin10cos40cos  8) °°+°° 44sin74sin46sin16sin  
 

3. ถา 
5
3sin =α  และ 

13
12cos =β  เมื่อ α และ β อยูในจตุภาคที่ 1 จงหาคาของ  

1)  ( )β+αsin 3) ( )β+αcos  
2)  ( )β−αsin 4) ( )β−αcos  
 

4. ถา 
5
3tan =α  และ 

5
12cot =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 3 จงหาคาของ   

1)  ( )β+αsin 2) ( )β+αcos  
 

5. ถา 
3
4tan −=α  และ 

12
13eccos =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 2 จงหาคาของ  

1)  ( )β+αtan 2) ( )β−αcot  
 

6. ถา 
24
7tan −=α  และ 

4
3cot =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 2 และ 3 ตามลําดับ  จงหาคาของ 

1)  ( )β+αsec 2) ( )β−αeccos  
 

7. กําหนด ( )
65
56sin =β+α  และ 

5
3sin =α  จงหา βcos  

 

8. ถา 
6
5tan =α   และ 

11
1tan =β  และ β+α  อยูในจตุภาคที่ 1 จงหาคาของ β+α  

 

9. ถา ( )
4
3cos =β+α  และ ( )

6
5cos =β−α  จงหาคาของ β⋅α coscos   

 



10. จงพิสูจนเอกลักษณตอไปนี้  
1)  ( ) ( ) β−α=β−αβ+α 22 sinsinsinsin

2)  ( ) ( ) β−α=β−αβ+α 22 sincoscoscos

3) ( )
( ) α=

ββ−α−
β+β−α tan

tantan1
tantan  6) ( )β+α=

β+α
−βα cot

cotcot
1cotcot  

4) ( )
( ) β=

β−αα+
β−α−α tan

tantan1
tantan  7) ( )

( ) β=
β+α−α
+αβ+α cot

cotcot
1cotcot  

5) ( )β−α=
β−α
+βα cot

cotcot
1cotcot  8) 

θ−

θ
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ−
π

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ+
π

2tan1

tan4
4

tan
4

tan  

 


