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ตรีโกณมิติและการประยุกต 

 4.1 ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 
  
 

หัวขอ 
1. ฟงกชันตรีโกณมิติของ

ผลบวกและผลตางของ
จํานวนจริงและมุม 

2. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมสองเทา 

3. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมสามเทา 

4. ฟงกชันตรีโกณมิติของ
จํานวนจริงหรือมุมครึ่งเทา 

5. ผลคูณของฟงกชัน
ตรีโกณมิติและผลบวกและ
ผลตางของฟงกชัน
ตรีโกณมิติ 

6. อินเวอรสของฟงกชัน
ตรีโกณมิติ  

7. เอกลักษณและสมการ
ตรีโกณมิติ 

8. กฎของโคไซนและไซน 
9. การหาระยะทางและ      

ความสูง 
 
 

           ในหัวขอนี้จะกลาวถึงฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของ
จํานวนจริงหรือมุม โดยจะศึกษาวาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและ
ผลตางของสองจํานวนนั้นจะเปนเทาใด และผลที่ไดจะนําไปใชประโยชนอะไรได
บาง ส่ิงแรกที่จะพิจารณาคือคาของฟงกชันโคไซนของผลตางระหวางจํานวนจริง
สองจํานวน หรือมุมสองมุม นั่นคือพิจารณาคาของ cos(α - β) เมื่อ α , β เปน
จํานวนจริงหรือมุมใด ๆ    

      บนวงกลมหนึ่งหนวยใหสวน
โคง PP1 ยาว β หนวย และสวน 
PP2 ยาว α หนวย 

          ดังนั้นสวนโคง PP3 ย
P3 เปน (x1 , y1) , (x2 , y2) แ
          เนื่องจากสวนโคง PP
เทากับ P1P2  
        นั่นคือ            2
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             เนื่องจากจุด (x1 , y1

ยาว β, α และ α - β หนวย 
        จะได x1 = cosβ        
                  x2 = cosα        
                x3 = cos(α - β) 
  จากสมการ  จะได  

Y
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( −αcos 
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      ดังนั้นสวนโคง P1 , P2 ยาว 
α - β หนวย  ใหสวนโคง PP3 
ยาวเทากับ PP2  

าว  α - β หนวย ใหโคออรดิเนตของจุด P1 , P2 , 
ละ (x3 , y3)  ตามลําดับ ดังรูป  
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) , (x2 , y2) และ (x3 , y
ตามลําดับ  
, y1 = sinβ  
, y2 = sinα 
 

X
P(1 ,0)

 

) +βα=β sincoscos
3)  เปนจุดปลายสวนโคง

βα sin  



 
จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 4.1 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้
แลวนักเรยีนสามารถ 
1. บอกคาของ 

( ) ( β)±αβ±α cos,sin      
ในรูปของ ,αsin βsin , 

αcos และ  ได βcos

2. บอกคาของ ( )β±αtan       
ในรูปของ และ αtan βtan  
ได  

3. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ
ของจํานวนจริงหรือของมมุ
โดยใชฟงกชันตรโีกณมิติ 

( ) ( )β±αβ±α cos,sin ,
( )β±αtan  

        ที่กลาวมาขางตนเปนการหา cos(α - β) หรือโคไซนของผลตางระหวาง
จํานวนจริงสองจํานวนหรือมุมสองมุม ที่กลาวถึงกอน เพราะหาคาไดงาย และ
สามารถนําไปใชในการหาฟงกชันที่สําคัญอ่ืน ๆ คือ cos(α + β) , sin(α + β) , 
sin(α - β)   ซึ่งหาไดดังนี้  
           cos(α + β)  = cos(α - (- β))  
                               = cosαcos(- β) + sinαsin(- β)    
                               = cosαcos β -  sinαsin(- β)    
                               = cosαcos β -  sinαsin β    
         ดังนั้น  

 ( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
 

         ในการหา sin(α + β) อาจทําไดโดยการพิสูจนวา α=⎟
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           ดังนั้น  
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       นั่นคือ  
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       ดังนั้น  
( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin   

 
 
 



               เนื่องจาก  ( ) ( )( )β−+α=β−α sinsin  

                                 
( ) (

( )
βα−βα=
β−α+βα=

β− )α+β−α=

sincoscossin
sincoscossin

sincoscossin
 

       ดังนั้น  
( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin   

สรุปสูตรฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม 
( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin  
( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin  
( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
( ) βα+βα=β−α sinsincoscoscos  

 

  

           ฟงกชันไซนและโคไซนของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือของมุม  
สามารถนําไปใชในการหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงหรือมุมได  
ดังตัวอยางตอไปนี้  

  

 ตัวอยาง 1  จงหาคา cos75°  
 วิธีทํา    จาก 75° = 45° + 30° ดังนั้น  
             cos75° = cos(45° + 30°) 
                      =cos45°cos30° - sin45°sin30° 
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 ตัวอยาง 2  จงหาคา ⎟
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 ตัวอยาง 3  จงหาคา sin(7π/2)  
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 ตัวอยาง 4  จงหาคา sin80°cos20° - cos80°sin20°  
  วิธีทํา  จากสูตร ( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin  
           ดังนั้น sin80°cos20° - cos80°sin20° = sin(80° – 20°) 
                                                 = sin60°  

                                                             
2
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ตัวอยาง 5  ถากําหนดให π<α<
π

=α
4

,
5
4sin  และ 

5
2sin −=β   

2
3π

<β<π  จงหาคาของ cos(α + β) , sin(α + β)   

 

5 

 
 

π<α<
π

=α
4

,
5
4sin  
รูป I 

 วิธีทํา   จาก π<α<
π

=α
4

,
5
4sin   

          กําหนดให 
r
y

5
4sin ==α  โดย y = 4 , r =5 จากรูปI จะเห็นวา  

(x ,4) คือจุดซึ่งอยูบนวงกลม x2 + y2 = 25 และอยูในจตุภาค 2 ดังนั้น  
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         จากที่กลาวมาจะได 
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         จาก 
5

2sin −=β  , 
2

3π
<β<π   

         กาํหนดให 
r
y

5
2sin =

−
=α  โดย y = -2 และ r = 5  จากรูป II       จะ

เห็นวา (x,-2) คือจุดซึ่งอยูบนวงกลม x2 + y2 = 5 และอยูในจตุภาค 3 ดังนั้น  
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        ดังนั้น ( ) βα−βα=β+α sinsincoscoscos  
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        ดังนั้น ( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin  
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 ตัวอยาง 6  จงพิสูจนเอกลักษณ ( ) 1cotcot
sinsin

cos
+βα=

βα
β−α  

     วิธีทํา  ( )
βα

βα+βα
=

βα
β−α

sinsin
sinsincoscos

sinsin
cos  

                             

1cotcot

1
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sinsin
coscos

+βα=
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=

βα
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1 จงหาคาของ  

1)  °15cos
2) 

12
7π

75
°165cos

cos  
3)  °15sin 4)  °sin
5)  

6) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
sec

°°

 

7) −°° 20sin70sin20cos70cos
°

  
8) °−°° sin160cos40cos160sin 40   
9) 

12
sin

12
cos

12
cos

12
sin −

77 ππππ   

10) 
12

sin
12
5sin

12
5cos

12
ππ

+
ππcos   

 
2.  จงหาคาของ sin(α+β) , cos(α+β) ,sin(α+β) ,cos(α - β) เมื่อกําหนด 

1) 
5
3sin =α 2/0 , π<α<  , 

5
52cos =β  และ 0

2
<β<

π
−  

2) 
5
5cos =α 2/0 , π<α<  , 

5
4sin −=β และ 0

2
<β<

π
−

( )

 

 
3.  จงพิสูจนเอกลักษณ  

1) βα+=
βα

β+α
tancot1

cossin
sin

( )

 

2) βα−=
βα
β+α tantan1

coscos
cos  

 
  

         จ าก เ อกลั กษณ ขอ ง  
θ
θ

=θ
cos
sintan  และกา รพิ สู จน เ อก ลักษณ ขอ ง  

sin(α + β) และ cos(α + β) จะสามารถหาคาของ tan(α+β) ไดดังนี้  
        ( ) ( )

( )β+α
β+α

=β+α
cos
sintan  
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βα
βα

−
βα
βα

βα
βα

+
βα
βα

=

βα−βα
βα+βα

=

coscos
sinsin

coscos
coscos

coscos
sincos

coscos
cossin

sinsincoscos
sincoscossin

  

                    (เมื่อ cosα ≠ 0 , cosβ ≠ 0) 

                  
βα−
β+α

=
tantan1

tantan   

ดังนั้น  
( )

βα−
β+α

=β+α
tantan1

tantantan  
 

 และในทํานองเดียวกันสามารถพิสูจนไดวา  
( )

βα+
β−α

=β−α
tantan1

tantan
tan  

 
 ตัวอยาง 7  จงหาคา tan 15°  

 วิธีทํา  เนื่องจาก 15° = 45° - 30°  
         tan 15° = tan(45° - 30°)  

                  ( )

2679.0
13
13

11

1
30tan45tan1

30tan45tan

3
1

3
1

≈
+

−
=
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−
=

°°+
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 ตัวอยาง 8  กําหนด α และ β เปนมุมในจตุภาคที่ 1 ซึ่ง  

                 
5
4sin =α  และ 

13
5cos   จงหา tan(α+β) และ tan(α-β)  =α

  วิธีทํา  เนื่องจาก α และ β เปนมุมในจตุภาคที่ 1 และ  
5
4sin =α  และ      

           
13
5cos =α  จะไดวาจุด (3,4) อยูบนดานส้ินสุดของมุม α และ    

         (5,12) อยูบนดานส้ินสุดของมุม β 
 

รูป I  
     จาก

Y (5,12) (3, 4) 
 
รูป II 

รูป I จะไดวา 
5
3cos,

5
4sin =α=α  และ 

3
4tan =α  

13 5

β α

O XO X



    จากรูป II จะไดวา 
13
5cos,

13
12sin =β=β  และ 

5
12tan =β  

    จะได  ( )
βα−
β+α

=β+α
tantan1

tantantan  
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( )( )

33
56

11
5

15
56

5/123/41
5/123/4

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

−
+

=

 

     และ  ( )
βα+
β−α

=β−α
tantan1
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tan  

                            

( ) ( )
( )( )

63
16

21
5

15
16

5/123/41
5/123/4

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

+
−

=

 

 
 ตัวอยาง 9  จงพิสูจนเอกลักษณ ( ) θ=π+θ tantan  

 วิธีทํา          ( )
πθ−
π+θ

=π+θ
tantan1

tantantan  

                                 
θ=

⋅θ−
+θ

=

tan
0tan1

0tan
 

  

  
 
 

1. จงหาคาของ  
1)  °75tan °255cot2)  
3) tan 195° 4) 

12
19tan π  

5) 
°°+
°−°

40tan220tan1
40tan220tan

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
5cot  6)  

7) 
°°+
°+°

70cot130cot1
20tan230cot °°+°

 

8) +° 30tan15tan30tan15tan
 

2. กําหนด α และ β  เปนมุมในจตุภาคที่ 1 และ 2 ตามลําดับ ซึ่ง 
3
4tan =α  

และ  
13
12cos β −=  จงหาคาของ  

1)  ( )β+αtan ( )β−α 2) tan  
 
3. จงพิสูจนเอกลักษณตอไปนี้  

1) ( ) θ−=θ−π tan ( )tan  2) 
α+β
−βα

=β+α
cotcot

1cotcot

( )

cot  

3) 
βα+

βα
=β−α

tantan1
secsecsec  
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แบบฝกหัด 4.1 

1. จงหาคาของ  
1)  ( )°− 375cos

5) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
7tan  

2)  °195sin 6)  °105sec
3)  °345tan 7)  °165cot

4) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ π
−

12
sin  

8)  °795eccos

 
2. จงหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติตอไปนี้  

1) °°−°° 110cos20sin20cos110sin  5) 
°°+
°−°

40tan220tan1
40tan220tan  

2)  °°+°° 38sin22cos38cos22sin 6) 
°°−
°+°

25tan20tan1
25tan20tan  

3) °°−°° 20sin160sin20cos160cos  7) °°−°° 160cos40cos160sin40sin  

4) °°+°° 10sin40sin10cos40cos  8) °°+°° 44sin74sin46sin16sin  
 

3. ถา 
5
3sin =α  และ 

13
12cos =β  เมื่อ α และ β อยูในจตุภาคที่ 1 จงหาคาของ  

1)  ( )β+αsin 3) ( )β+αcos  
2)  ( )β−αsin 4) ( )β−αcos  
 

4. ถา 
5
3tan =α  และ 

5
12cot =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 3 จงหาคาของ   

1)  ( )β+αsin 2) ( )β+αcos  
 

5. ถา 
3
4tan −=α  และ 

12
13eccos =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 2 จงหาคาของ  

1)  ( )β+αtan 2) ( )β−αcot  
 

6. ถา 
24
7tan −=α  และ 

4
3cot =β  เมื่อ α และ β  อยูในจตุภาคที่ 2 และ 3 ตามลําดับ  จงหาคาของ 

1)  ( )β+αsec 2) ( )β−αeccos  
 

7. กําหนด ( )
65
56sin =β+α  และ 

5
3sin =α  จงหา βcos  

 

8. ถา 
6
5tan =α   และ 

11
1tan =β  และ β+α  อยูในจตุภาคที่ 1 จงหาคาของ β+α  

 

9. ถา ( )
4
3cos =β+α  และ ( )

6
5cos =β−α  จงหาคาของ β⋅α coscos   

 



10. จงพิสูจนเอกลักษณตอไปนี้  
1)  ( ) ( ) β−α=β−αβ+α 22 sinsinsinsin

2)  ( ) ( ) β−α=β−αβ+α 22 sincoscoscos

3) ( )
( ) α=

ββ−α−
β+β−α tan

tantan1
tantan  6) ( )β+α=

β+α
−βα cot

cotcot
1cotcot  

4) ( )
( ) β=

β−αα+
β−α−α tan

tantan1
tantan  7) ( )

( ) β=
β+α−α
+αβ+α cot

cotcot
1cotcot  

5) ( )β−α=
β−α
+βα cot

cotcot
1cotcot  8) 

θ−

θ
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ−
π

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ+
π

2tan1

tan4
4

tan
4

tan  

 


