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ฟงกชันตรีโกณมิติ 

  

 3.1 ฟงกชันตรีโกณมิติ 
หัวขอ 
1. ฟงกชันตรีโกณมิติ 
2. คาของฟงกชันไซนและโคไซน 
3. ฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ  
4. ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม  
5. การอานคาของฟงกชัน

ตรีโกณมิติจากตาราง 
6. กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ 

        คําวา “ตรีโกณมิติ”  ตรงกับคําภาษาอังกฤษวา “Trigonometry” มา
จากภาษากรีกคําวา trigono = triangle และ metron = measure ซึ่งหมายถึง
การวัดรูปสามเหลี่ยม วิชาตรีโกณมิติเกิดจากความจําเปนในการวัดระยะทาง พ้ืนที่ 
มุม และทิศทางที่ยากแกการวัดโดยตรง ในสมัยกอนวิชานี้จึงวาดวยความสัมพันธ
ระหวางมุมและดานของรูปสามเหลี่ยมเทานั้น ตอมาวิชานี้จึงไดรับการพัฒนาขึ้นโดย
ลําดับ ปจจุบันวิชาตรีโกณมิติมีประโยชนในดานอื่น ๆ อีกมาก มีผูนําฟงกชัน
ตรีโกณมิติไปใชอยางกวางขวางในคณิตศาสตรชั้นสูง ในวิชาวิทยาศาสตรแขนงตาง 
ๆ และในวิศวกรรมศาสตร ดังนั้นจึงถือวาตรีโกณมิติที่เกี่ยวกับรูปสามเหลี่ยมเปน
เพียงสวนหนึ่งของวิชานี้เทานั้น  

  

 
จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 3.1 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้แลว
นักเรยีนสามารถ 
1. สรุปไดวาถา (m , n) เปนจุด

ปลายของสวนโคงวงกลมหนึ่ง
หนวยที่ยาว θ หนวยโดยเริ่มวัด
จากจุด (1,0)โดยคิดระยะทาง
แลว m = cosθ และ n = sinθ 

2. บอกโดเมนและเรนจของฟงกชัน
ไซนและโคไซนได  

3. สรุปไดวา sin2θ + cos2θ = 1 ได  

      ฟงกชันตรีโกณมิติเปนฟงกชันจากสับเซตของ R ไป R ในที่นี้จะใชวงกลมรัศมี 
1 หนวย ซึ่งมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิดเปนหลักในการนิยามฟงกชันตรีโกณมิติ 
และเรียกวงกลมดังกลาวนี้วา วงกลมหนึ่งหนวย (The Unit circle) วงกลมนี้เปน
กราฟของความสัมพันธ { ( ) 1yxRRy,x 22 =+×∈ } 

 

     เมื่อกําหนดจํานวนจริงθ (ทีตา) จาก
จุด (1,0) วัดระยะไปตามสวนโคงของ
วงกลมหนึ่งหนวยใหยาว 

Y 

θ  หนวย จะ
ถึงจุด (x , y) ซึ่งอยูบนวงกลม โดยมี
ขอตกลงสําหรับทิศทางของการวัดดังนี้  
    ถา θ ≥ 0 จะวัดสวนโคงไปทิศทาง
ทวนเข็มนาฬิกา  
    ถา θ < 0 จะวัดสวนโคงไปทิศทาง
ตามเข็มนาฬิกา  

 

  
 การวัดสวนโคงไปทิศทางทวนเข็มนาฬิกา การวัดสวนโคงไปทิศทางตามเข็มนาฬิกา 
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         ดังนั้นเมื่อกลาวถึงจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ หนวย เมื่อ θ เปนจํานวนจริงใด ๆ 
จะหมายถึง จุดปลายของสวนโคงที่เริ่มวัดระยะจากจุด (1,0) ไปตามสวนโคงของ
วงกลมหนึ่งหนวยไปยาว θ  หนวย โดยคิดทิศทาง  
       รูปตอไปน้ีแสดงตําแหนงของจุดปลายสวนโคงของวงกลมหนึ่งหนวย เมื่อกําหนด 
θ ใหมีมีคาตาง ๆ กัน  

 
หมายเหตุ 
       เสนรอบวงของวงกลม
หนึ่งหนวยมีความยาวเทากับ 

( ) π=π=π 212r2  หนวย  
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         จะเห็นวาเมื่อกําหนดจํานวนจริง θ ให เราสามารถหาจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ 
ไดเสมอ (ถา π>θ 2  แสดงวาวัดสวนโคงเกิน 1 รอบ เพราะเสนรอบวงของวงกลม
หนึ่งหนวยยาว 2π หนวย) และสําหรับแตละคาของ θ ที่กําหนดให จะหาจุด (x , y) ซึ่ง
เปนจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ หนวย ไดเพียงจุดเดียวเทานั้น   
         นั่นคือสําหรับแตละคาของ θ ที่กําหนดใหจะได x เพียง 1 คา จึงกลาวไดวามี
ฟงกชัน f ซึ่ง x เปนคาของฟงกชัน f ที่ θ และเขียนไดวา x = f(θ) และสําหรับแตละคา
ของ θ ที่กําหนดใหจะได y เพียง 1 คา จึงกลาวไดวามีฟงกชัน g ซึ่ง y เปนคาของ
ฟงกชัน g ที่ θ และเขียนไดวา y = g(θ)  
        ฟงกชัน g และ f ดังกลาวนี้มีชื่อเฉพาะวา ฟงกชันไซน (sine) และ ฟงกชันโคไซน 
(cosine) ตามลําดับ  
 

บทนิยาม เมื่อ (x , y) เปนจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ หนวย  
            ฟงกชันไซน (sine) คือ เซตของคูอันดับ (θ ,y) 
              ฟงกชันโคไซน (cosine) คือ เซตของคูอันดับ (θ ,x)  

 

      เนื่องจาก (θ, y)∈sine จะได y = sin(θ) และ (θ, x)∈cosine จะได x = cos(θ) 
หรือเขียนส้ัน ๆ ไดวา  
      y = sin(θ)  (อานวา วาย เทากับ ไซนทีตา) 
      x = cos(θ) (อานวา เอ็กซ เทากับ คอสทีตา) 

 4
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ณมิติ  



 
         โดยที่วงกลมหนึ่ งหนวยซึ่ งมีจุดศูนยกลางอยูที่จุดกําเนิดเปนกราฟของ

ความสัมพันธ { ( ) 1yxRRy,x 22 =+×∈ } จะเห็นวา -1≤ y ≤ 1 และ -1≤ x ≤ 1 
ดังนั้น คาของฟงกชันไซนและโคไซนจะเปนจํานวนจริงตั้งแต -1 ถึง 1  

          นั่นคือ เรนจของฟงกชันไซนและโคไซนคือ เซตของจํานวนจริง ต้ังแต -1 ถึง 1 
และโดเมนของฟงกชันทั้งสองคือเซตของจํานวนจริง  
         จากสมการ x2 + y2 = 1 , y = sin(θ) , x = cos(θ) จะไดความสัมพันธของ 
sin(θ) และ cos(θ)  ดังนี้  
        cos(θ)2 + sin(θ)2 = 1 ,  เมื่อ θ เปนจํานวนจริงหรือเขียนตามความนิยมไดเปน 

หมายเหตุ 
cos2θ หมายถึง (cosθ)(cosθ) 
cos2θ หมายถึง cos ของ
จํานวนจริง θ2            cos2θ + sin2θ = 1 ,  เมื่อ θ เปนจํานวนจริง 
  

      
 

1. จงเขียนสวนโคงจากจุด (1 , 0)ไปยังจุดปลายของสวนโคงบนวงกลมหนึ่ง
หนวย ที่ยาว θ หนวย ดังตอไปนี้ (อยางคราว ๆ) 

1) θ = 4 2)  θ = - 4  
3) θ = 6 4)  θ = -10 
5) 3

10π=θ  6)  4
25π−=θ  

7) 5
14π=θ  8)  6

31π−=θ  
2.  จงหาจํานวนจริง θ ที่ทําให sinθ = -1 มา 4 จํานวน  
3.  จงหาจํานวนจริง θ ที่ทําให cosθ = 0 มา 4 จํานวน  

กิจกรรม 1 

 

 
Aryabhata 

 

       หนังสือ Surya Siddhanta ของฮินดูสมัยแรก ๆ (ราว 400 ปกอน
คริสตศักราช) เปนหนังสือดาราศาสตรที่ใหตารางครึ่งคอรด โดยอาศัย
พ้ืนฐานจากตารางของปโตเลมี แตงานชิ้นแรกที่อางถึงไดอยางชัดเจนวา 
sine เปนฟงกชันของมุม คือ หนังสือ Aryabhatiya ของ Aryabhata 
(ราวพุทธศักราช 1053) ที่ไดรับการพิจารณาวาเปนตําราฮินดูเลมแรก
ที่สุดวาดวยคณิตศาสตรบริสุทธิ์ในผลงานนี้ Aryabhata ไดใชคําวา ardha 
– jya ในเครื่องหมายครึ่งคอรด ตอมาใชส้ันลงเปน jya (ชยา) หรือ jiva 
ตอมาเมื่อชาวอาหรับไดแปลหนังสือ Aryabhatiya มาเปนภาษาอาหรับ ก็
ยังคงใชคําวา jiva โดยไมไดมีการแปลความหมาย ซึ่งในภาษาอาหรับ
(รวมถึงภาษาฮิบรู) คําตาง ๆ จะประกอบดวยพยัญชนะเปนสวนใหญ การ
ออกเสียงสระที่ขาดหายไปก็จะละไวในฐานที่เขาใจ  ดังนั้น    คําวา jiva 
สามารถออกเสียงเปน jiba หรือ jiab ซึ่งในภาษาอาหรับ หมายถึง อก 
อาว หรือมุข ตอมาหนังสือฉบับภาษาอาหรับถูกแปลไปเปนภาษาลาติน  

คําวา jiab ถูกแปลไปเปน sinus (ในแผนที่ดวงจันทร บริเวณที่ถูกคลายกับอาว เรียกขานกันวาsinus) คําวา sinus  
ในหนังสือของ Gherardo แหง Cremona ( ราวพุทธศักราช1657 – 1730) ซึ่งไดแปลคํากรีกโบราณรวมทั้งหนังสือ 
Almagest จากอาหรับเปนภาษาลาติน นักเขียนอื่น ๆ ก็ตางพากันใชตามและในไมชาคําวา sinus หรือ sine  
ในภาษาอังกฤษจึงกลายเปนคําที่ใชกันทั่วไปในตําราคณิตศาสตรตลอดทั่วยุโรป  
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