
 3.3 ฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ  
  

 
จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 3.3 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้
แลวนักเรยีนสามารถ 
1. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ

ของจํานวนจริงบางจํานวนได
ครบทั้งหกฟงกชันได 

2. บอกความสัมพันธระหวาง
ฟงกชันตรีโกณมติิตาง ๆ 
ดังเชน  

        
θ

=θ
tan

1cot  

       θ=θ+ 22 sectan1

       θ=θ+ 22 eccoscot1
 

      นอกจากฟงกชันไซนและโคไซนดังกลาวแลวขางตน ยังมีฟงกชัน
ตรีโกณมิติที่สําคัญอีกหลายฟงกชัน ซึ่งนิยามดังตอไปนี้  

 

บทนิยาม  สําหรับจํานวนจริง θ ใด ๆ  
              

θ
θ

=θ
cos
singenttan       เมื่อ cosθ ≠ 0 

                 
θ

=θ
cos

1antsec         เมื่อ cosθ ≠ 0 

                 
θ

=θ
sin

1ecantcos      เมื่อ sinθ ≠ 0 

                 
θ
θ

=θ
sin
cosangentcot   เมื่อ sinθ ≠ 0 

        เขียนแทน “tangent θ” ดวย “tan θ” อานวา แทนทีตา 
       เขียนแทน “secant θ” ดวย “sec θ” อานวา เซกทีตา 
       เขียนแทน “cosecant θ” ดวย “cosec θ” หรือ “csc θ” อานวา โคเซก  
ทีตา 

        เขียนแทน “cotangent θ” ดวย “cot θ” อานวา คอตทีตา 

 
จากรูปเปนวงกลมหนึ่งหนวย 
โดยมีสวนโคง AB ยาว θ หนวย 

       ตามประวติัของตรีโกณมิติ Aryabhata ไดเรียกสวนของเสนตรง BD วา
ครึ่งคอรด ซึ่งเขียนเปนภาษาอาหรับในปจจุบันไดเปน jaib และตอนหลังมีผูแปล
เปนภาษาลาตินเปน sinus ซึ่งไดกลายมาเปน sine ในที่สุด สําหรับสวนของ
เสนตรงอื่น ๆ ที่เหลือ อาจเรียกไดดังนี้  

            เรียกวาครึ่งคอรดที่คูกัน     มาจากคาํวา cosine  
___
BE

             เรียกวาเสนสัมผัสวง         มาจากคาํวา tangent  
___
AC

              เรียกวาเสนสัมผัสวงท่ีคูกัน มาจากคําวา cotangent 
___
GF

            เรียกวาเสนผานวง           มาจากคาํวา secant  
___
OC

             เรียกวาเสนผานวงที่คูกัน   มาจากคาํวา cosecant  
___
OG

      เมื่อพิจารณาความสัมพันธระหวางสวนของเสนตรงเหลานี้ โดยอาศัย
คุณสมบัติของสามเหลี่ยมคลาย จะพบวา 

 
        

θ
θ

=

=

cos
sinAC

DO
BD

AO
AC

              
θ

=

=

cos
1

OD
AO

OB
OC

OC
 

        
θ
θ

=

=

sin
cosFG

OE
BE

OF
FG

              
θ

=

=

sin
1OG

OE
OF

OB
OG

 

  

       ซึ่งจะเห็นวาอัตราสวนดังกลาวมีความสัมพันธกับนิยามของฟงกชัน
ตรีโกณมิติตาง ๆขางตน  
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         จากบทนิยามขางตน อาจหาความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง 
ๆ ไดเชน  

        
θ

=θ
tan

1cot   เมื่อ sinθ , cosθ ≠ 0 
         เมื่อ cosθ ≠ 0 θ=θ+ 22 sectan1

          เมื่อ sinθ ≠ 0 θ=θ+ 22 eccoscot1

         ความสัมพันธเหลานี้อาจพิสูจนไดโดยตรงจากบทนิยาม เชน  
 1) จะแสดงวา  

θ
=θ

tan
1cot  เมื่อ sinθ , cosθ ≠ 0 

                        
θ

==
θ
θ

=θ
θ
θ tan

11
sin
coscot

cos
sin

 

2) จะแสดงวา  เมื่อ cosθ ≠ 0 θ=θ+ 22 sectan1

                       
θ

θ
+=θ+

2

2
2

cos

sin1tan1  

                                         

θ=

θ
=

θ

θ+θ
=

2

2

2

22

sec
cos

1
cos

sincos

 

           
       สําหรับความสัมพันธอ่ืน ๆ ที่ไมไดพิสูจน ก็อาจพิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 

ความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง ๆ ที่สําคัญนอกจากที่กลาวมามีดังนี้  
 ตัวอยาง 8   จงทําใหอยูในรูปของ tanθ 

1) tan(π - θ)  2) tan(π + θ) 
3) tan(2π - θ) 4) tan(2π + θ)  

     วิธีทํา    
1) ( ) ( )

( )θ−π
θ−π

=θ−π
cos
sintan  

                        
θ−=
θ−
θ

=

tan
cos

sin
 

2)  ( ) ( )
( )θ+π

θ+π
=θ+π

cos
sintan  

                        
θ=
θ−
θ−

=

tan
cos
sin

 

3)   ( ) ( )
( )θ−π

θ−π
=θ−π

2cos
2sin2tan  

                        
θ−=
θ
θ−

=

tan
cos
sin

 

4) ( ) ( )
( )θ+π

θ+π
=θ+π

2cos
2sin2tan  

                        
θ=
θ
θ

=

tan
cos
sin
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 ตัวอยาง 9   จงทําใหอยูในรูปของ cosecθ 
1) cosec(π - θ)  2) cosec(π + θ) 
3) cosec(2π - θ) 4) cosec(2π + θ)  

       วิธีทํา  
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

sin
1eccos  

                             
θ=

θ
=

eccos
sin

1
 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
sin

1eccos  

                             
θ−=

θ−
=

eccos
sin
1

 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2sin
12eccos  

                             
θ−=

θ−
=

eccos
sin
1

 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2sin
12eccos  

                             
θ=

θ
=

eccos
sin

1
 

 ตัวอยาง 10   จงทําใหอยูในรูปของ secθ 
1) cosec(π - θ)  2) cosec(π + θ) 
3) cosec(2π - θ) 4) cosec(2π + θ)  

  วิธีทํา
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

cos
1sec  

                             
θ−=
θ−

=

sec
cos
1

 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
cos

1sec  

                             
θ−=
θ−

=

sec
cos
1

 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2cos
12sec  

                             
θ=
θ

=

sec
cos

1
 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2cos
12sec  

                                             
θ=
θ

=

sec
cos

1
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 ตัวอยาง 11   จงทําใหอยูในรูปของ secθ 
1) cot(π - θ)  2) cot(π + θ) 
3) cot(2π - θ) 4) cot(2π + θ)  

  วิธีทํา
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

tan
1cot  

                             
θ−=
θ−

=

cot
tan
1

 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
tan

1cot  

                             
θ=
θ

=

cot
tan

1
 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2tan
12cot  

                             
θ−=
θ−

=

cot
tan
1

 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2tan
12cot  

                                    
θ=
θ

=

cot
tan

1
 

  จากตัวอยาง 8 – 11 ผูเรียนจะเห็นวา ถาเรามีความรูเกี่ยวกับฟงกชันไซน
และโคไซนแลว เราสามารถนําฟงกชันดังกลาวชวยในการหาฟงกชันตรีโกณมิติ
อ่ืน ๆ ที่เหลือได  และเพ่ือใหนักเรียนไดมองเห็นภาพอยางเปนหมวดหมู 
สามารถนําไปชวยในการแกปญหาตาง ๆ ได ผูเขียนจึงขอสรุปการหาคาของ
ฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริง θ±π  และ θ±π2  ดังนี้  

  

ขอสังเกต 
     ผลที่ไดลักษณะของฟงกชัน
ตรี โกณมิ ติ ยั งคง เหมือนเดิม 
กลาวคือ ฟงกชันไซนยังคงเปน
ฟ งกชันไซน  ฟงกชันโคไซน
ยังคงเปนฟงกชันโคไซน ฟงกชัน
แทนเจนต ยังเปนเปนฟงกชัน
แทน เ จนต  เ ป นต น  ส่ิ ง ที่ จ ะ
ตางกันคือ เครื่องหมายบวก – 
ลบ  ซึ่งจะเปนอยางไรขึ้นอยูกับ
วาจุดปลายของสวนโคงจะอยูใน
จตุภาคใด 
 
 

จตุภาคที่ θθ csc,sin θθ sec,cos θθ cot,tan   
1 บวก บวก บวก 
2 บวก ลบ ลบ 
3 ลบ ลบ บวก 
4 ลบ บวก ลบ 

  และเพ่ือใหเห็นภาพที่ชัดเจนขึ้นผูเขียนขอนําเสนอดวยภาพ ดังนี้ 
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 นอกจากนี้ยังสามารถสรุปเปนฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงลบ ไดดังนี้  
 ( ) θ−=θ− sinsin ( ) θ=θ− coscos ( ) θ−=θ− tantan  

( ) θ−=θ− eccoseccos
 

( ) θ−=θ− ancotancot( ) θ=θ− secsec  
   

  

 จากที่กลาวมาเราสามารถนําความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง ๆ   
มาชวยในการแกปญหา ดังตอไปนี้ 

  

 ตัวอยาง 12   จงหาคาของ 63
4

6
5

3 cossincossin ππππ +  
 วิธีทํา    63

4
6

5
3 cossincossin  ππππ +

                 ( ){ } ( ){ } 63
4

6
5

3 cossincossin ππππ π−−+−π−=  

                 

( )

2
3

2
3

2
32

cossin2

cossincossin

63

6363

−=

××−=
 

−=

−−=

ππ

ππππ

  

 ตัวอยาง 13   จงหาคาของ 
( ) ( ) ( )6

7
6

5
236

5 seccotcostansin πππππ −−−+−  
   วิธีทํา  ( ) ( ) ( )6

7
6

5
236

5 seccotcostansin  πππππ −−−+−

                

( ) ( ) ( )

2
5
2
1

3
2

2
1

66236

66236

2

30

seccotcostansin

seccotcostansin

−=

−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−+−=  

−+−=

+π−π−+−π−=

πππππ

πππππ

  

  
 
จงหาคาของ 

1. 3
19

4
13

6
25 cos2tan3sin3 πππ +−  

2. 3
5

66
7

3
2 cotcostansin ππππ +  

3. 3
4

3
4

6
11

6
11 eccossecsectan ππππ +  

4. ( ) ( )6
31

4
15

4
7

6
7 taneccossinsec ππππ −−  

5. ( ) ( ) 2
57

4
19

6
31

4
15 eccoscotsintan ππππ −−  

  

กิจกรรม 8 
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แบบฝกหัด 3.3 

1. จงหาวาจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ หนวย จะอยูในจตุภาคใด เมื่อกําหนดให  
1) sinθ และ cosθ เปนจํานวนบวกทั้งคู 2)  tanθ เปนจํานวนบวก และ cosθ เปนจํานวนลบ 
3) sinθ เปนจํานวนบวก และ tanθ เปนจํานวนลบ 4)  cosθ และ tanθ เปนจํานวนลบทั้งคู 

2. จงเติมคาของฟงกชันตรีโกณมิติในตารางที่กําหนดใหตอไปนี้ใหสมบูรณ  
 0 

2
π  4

π  4
3π  3

2π  4
7π  3

4π  4
3π−  4

5π−  3
π−  

sin           
cos           
tan           

cosec           
sec           
cot           

3. กําหนดให sinθ = 0.48 และ  จงหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ ของ θ 20 π≤θ≤

4. ถา 20 π≤θ≤  และ 5
4sin =θ  จงหาคาของ θ+θ eccossec  

5. ถา 20 π≤θ≤  และ 3
1tan =θ  จงหาคาของ θ+θ cotcos2  

6. จงหาคาของ  
1) 6

7
6

5
4

9
3

5
2 tancostansincos πππππ +−+−  

2) 3
4

4
3

6
7

6
5 sincostansin ππππ −+  

3) 6
352

6
352

6
352

cos2
cot1

cot1
π

π

π

+
+

−  

4) 3
5

3
5

6363 tansinsincoscossin ππππππ −++  
5) 6

112
6

2
4

2
4

2 cossinsincos ππππ +++  
6) 4

132
4

132
4

132
4

132 sincotcostan ππππ +  
7) 3

10
4

114
6

72 secsintan πππ ++  
8) 6

7
6

5
22

3 sincotcostansin ππππ −−⋅π+  
9) ( ) ( ) ( ) ( )4

21
4

21
4

21
4

21 cscseccottan ππππ −−−−+−  
10) ( )3

5
66

7
3

2 cotcostansin ππππ −+  
7. ขอความแตละขอตอไปนี้เปนจริงหรือไมเพราะเหตุใด  

1) ( ) 3232 coscoscos ππππ +=+  
2) 1sincoscossin 6363 =+ ππππ  
3) 236 sinsinsin πππ =+  
4) 6

5
36 coscos2cos πππ =+  

5) 244 sinsincos πππ =+  
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