
 3.3 ฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ  
  

 
จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 3.3 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้
แลวนักเรยีนสามารถ 
1. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ

ของจํานวนจริงบางจํานวนได
ครบทั้งหกฟงกชันได 

2. บอกความสัมพันธระหวาง
ฟงกชันตรีโกณมติิตาง ๆ 
ดังเชน  

        
θ

=θ
tan

1cot  

       θ=θ+ 22 sectan1

       θ=θ+ 22 eccoscot1
 

      นอกจากฟงกชันไซนและโคไซนดังกลาวแลวขางตน ยังมีฟงกชัน
ตรีโกณมิติที่สําคัญอีกหลายฟงกชัน ซึ่งนิยามดังตอไปนี้  

 

บทนิยาม  สําหรับจํานวนจริง θ ใด ๆ  
              

θ
θ

=θ
cos
singenttan       เมื่อ cosθ ≠ 0 

                 
θ

=θ
cos

1antsec         เมื่อ cosθ ≠ 0 

                 
θ

=θ
sin

1ecantcos      เมื่อ sinθ ≠ 0 

                 
θ
θ

=θ
sin
cosangentcot   เมื่อ sinθ ≠ 0 

        เขียนแทน “tangent θ” ดวย “tan θ” อานวา แทนทีตา 
       เขียนแทน “secant θ” ดวย “sec θ” อานวา เซกทีตา 
       เขียนแทน “cosecant θ” ดวย “cosec θ” หรือ “csc θ” อานวา โคเซก  
ทีตา 

        เขียนแทน “cotangent θ” ดวย “cot θ” อานวา คอตทีตา 

 
จากรูปเปนวงกลมหนึ่งหนวย 
โดยมีสวนโคง AB ยาว θ หนวย 

       ตามประวติัของตรีโกณมิติ Aryabhata ไดเรียกสวนของเสนตรง BD วา
ครึ่งคอรด ซึ่งเขียนเปนภาษาอาหรับในปจจุบันไดเปน jaib และตอนหลังมีผูแปล
เปนภาษาลาตินเปน sinus ซึ่งไดกลายมาเปน sine ในที่สุด สําหรับสวนของ
เสนตรงอื่น ๆ ที่เหลือ อาจเรียกไดดังนี้  

            เรียกวาครึ่งคอรดที่คูกัน     มาจากคาํวา cosine  
___
BE

             เรียกวาเสนสัมผัสวง         มาจากคาํวา tangent  
___
AC

              เรียกวาเสนสัมผัสวงท่ีคูกัน มาจากคําวา cotangent 
___
GF

            เรียกวาเสนผานวง           มาจากคาํวา secant  
___
OC

             เรียกวาเสนผานวงที่คูกัน   มาจากคาํวา cosecant  
___
OG

      เมื่อพิจารณาความสัมพันธระหวางสวนของเสนตรงเหลานี้ โดยอาศัย
คุณสมบัติของสามเหลี่ยมคลาย จะพบวา 

 
        

θ
θ

=

=

cos
sinAC

DO
BD

AO
AC

              
θ

=

=

cos
1

OD
AO

OB
OC

OC
 

        
θ
θ

=

=

sin
cosFG

OE
BE

OF
FG

              
θ

=

=

sin
1OG

OE
OF

OB
OG

 

  

       ซึ่งจะเห็นวาอัตราสวนดังกลาวมีความสัมพันธกับนิยามของฟงกชัน
ตรีโกณมิติตาง ๆขางตน  
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         จากบทนิยามขางตน อาจหาความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง 
ๆ ไดเชน  

        
θ

=θ
tan

1cot   เมื่อ sinθ , cosθ ≠ 0 
         เมื่อ cosθ ≠ 0 θ=θ+ 22 sectan1

          เมื่อ sinθ ≠ 0 θ=θ+ 22 eccoscot1

         ความสัมพันธเหลานี้อาจพิสูจนไดโดยตรงจากบทนิยาม เชน  
 1) จะแสดงวา  

θ
=θ

tan
1cot  เมื่อ sinθ , cosθ ≠ 0 

                        
θ

==
θ
θ

=θ
θ
θ tan

11
sin
coscot

cos
sin

 

2) จะแสดงวา  เมื่อ cosθ ≠ 0 θ=θ+ 22 sectan1

                       
θ

θ
+=θ+

2

2
2

cos

sin1tan1  

                                         

θ=

θ
=

θ

θ+θ
=

2

2

2

22

sec
cos

1
cos

sincos

 

           
       สําหรับความสัมพันธอ่ืน ๆ ที่ไมไดพิสูจน ก็อาจพิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 

ความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง ๆ ที่สําคัญนอกจากที่กลาวมามีดังนี้  
 ตัวอยาง 8   จงทําใหอยูในรูปของ tanθ 

1) tan(π - θ)  2) tan(π + θ) 
3) tan(2π - θ) 4) tan(2π + θ)  

     วิธีทํา    
1) ( ) ( )

( )θ−π
θ−π

=θ−π
cos
sintan  

                        
θ−=
θ−
θ

=

tan
cos

sin
 

2)  ( ) ( )
( )θ+π

θ+π
=θ+π

cos
sintan  

                        
θ=
θ−
θ−

=

tan
cos
sin

 

3)   ( ) ( )
( )θ−π

θ−π
=θ−π

2cos
2sin2tan  

                        
θ−=
θ
θ−

=

tan
cos
sin

 

4) ( ) ( )
( )θ+π

θ+π
=θ+π

2cos
2sin2tan  

                        
θ=
θ
θ

=

tan
cos
sin
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 ตัวอยาง 9   จงทําใหอยูในรูปของ cosecθ 
1) cosec(π - θ)  2) cosec(π + θ) 
3) cosec(2π - θ) 4) cosec(2π + θ)  

       วิธีทํา  
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

sin
1eccos  

                             
θ=

θ
=

eccos
sin

1
 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
sin

1eccos  

                             
θ−=

θ−
=

eccos
sin
1

 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2sin
12eccos  

                             
θ−=

θ−
=

eccos
sin
1

 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2sin
12eccos  

                             
θ=

θ
=

eccos
sin

1
 

 ตัวอยาง 10   จงทําใหอยูในรูปของ secθ 
1) cosec(π - θ)  2) cosec(π + θ) 
3) cosec(2π - θ) 4) cosec(2π + θ)  

  วิธีทํา
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

cos
1sec  

                             
θ−=
θ−

=

sec
cos
1

 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
cos

1sec  

                             
θ−=
θ−

=

sec
cos
1

 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2cos
12sec  

                             
θ=
θ

=

sec
cos

1
 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2cos
12sec  

                                             
θ=
θ

=

sec
cos

1
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 ตัวอยาง 11   จงทําใหอยูในรูปของ secθ 
1) cot(π - θ)  2) cot(π + θ) 
3) cot(2π - θ) 4) cot(2π + θ)  

  วิธีทํา
 1) ( ) ( )θ−π=θ−πθ

tan
1cot  

                             
θ−=
θ−

=

cot
tan
1

 

2) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
tan

1cot  

                             
θ=
θ

=

cot
tan

1
 

3) ( ) ( )θ−π=θ−πθ
2tan
12cot  

                             
θ−=
θ−

=

cot
tan
1

 

4) ( ) ( )θ+π=θ+πθ
2tan
12cot  

                                    
θ=
θ

=

cot
tan

1
 

  จากตัวอยาง 8 – 11 ผูเรียนจะเห็นวา ถาเรามีความรูเกี่ยวกับฟงกชันไซน
และโคไซนแลว เราสามารถนําฟงกชันดังกลาวชวยในการหาฟงกชันตรีโกณมิติ
อ่ืน ๆ ที่เหลือได  และเพ่ือใหนักเรียนไดมองเห็นภาพอยางเปนหมวดหมู 
สามารถนําไปชวยในการแกปญหาตาง ๆ ได ผูเขียนจึงขอสรุปการหาคาของ
ฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริง θ±π  และ θ±π2  ดังนี้  

  

ขอสังเกต 
     ผลที่ไดลักษณะของฟงกชัน
ตรี โกณมิ ติ ยั งคง เหมือนเดิม 
กลาวคือ ฟงกชันไซนยังคงเปน
ฟ งกชันไซน  ฟงกชันโคไซน
ยังคงเปนฟงกชันโคไซน ฟงกชัน
แทนเจนต ยังเปนเปนฟงกชัน
แทน เ จนต  เ ป นต น  ส่ิ ง ที่ จ ะ
ตางกันคือ เครื่องหมายบวก – 
ลบ  ซึ่งจะเปนอยางไรขึ้นอยูกับ
วาจุดปลายของสวนโคงจะอยูใน
จตุภาคใด 
 
 

จตุภาคที่ θθ csc,sin θθ sec,cos θθ cot,tan   
1 บวก บวก บวก 
2 บวก ลบ ลบ 
3 ลบ ลบ บวก 
4 ลบ บวก ลบ 

  และเพ่ือใหเห็นภาพที่ชัดเจนขึ้นผูเขียนขอนําเสนอดวยภาพ ดังนี้ 
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 นอกจากนี้ยังสามารถสรุปเปนฟงกชันตรีโกณมิติของจํานวนจริงลบ ไดดังนี้  
 ( ) θ−=θ− sinsin ( ) θ=θ− coscos ( ) θ−=θ− tantan  

( ) θ−=θ− eccoseccos
 

( ) θ−=θ− ancotancot( ) θ=θ− secsec  
   

  

 จากที่กลาวมาเราสามารถนําความสัมพันธระหวางฟงกชันตรีโกณมิติตาง ๆ   
มาชวยในการแกปญหา ดังตอไปนี้ 

  

 ตัวอยาง 12   จงหาคาของ 63
4

6
5

3 cossincossin ππππ +  
 วิธีทํา    63

4
6

5
3 cossincossin  ππππ +

                 ( ){ } ( ){ } 63
4

6
5

3 cossincossin ππππ π−−+−π−=  

                 

( )

2
3

2
3

2
32

cossin2

cossincossin

63

6363

−=

××−=
 

−=

−−=

ππ

ππππ

  

 ตัวอยาง 13   จงหาคาของ 
( ) ( ) ( )6

7
6

5
236

5 seccotcostansin πππππ −−−+−  
   วิธีทํา  ( ) ( ) ( )6

7
6

5
236

5 seccotcostansin  πππππ −−−+−

                

( ) ( ) ( )

2
5
2
1

3
2

2
1

66236

66236

2

30

seccotcostansin

seccotcostansin

−=

−−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−+−=  

−+−=

+π−π−+−π−=

πππππ

πππππ

  

  
 
จงหาคาของ 

1. 3
19

4
13

6
25 cos2tan3sin3 πππ +−  

2. 3
5

66
7

3
2 cotcostansin ππππ +  

3. 3
4

3
4

6
11

6
11 eccossecsectan ππππ +  

4. ( ) ( )6
31

4
15

4
7

6
7 taneccossinsec ππππ −−  

5. ( ) ( ) 2
57

4
19

6
31

4
15 eccoscotsintan ππππ −−  

  

กิจกรรม 8 
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แบบฝกหัด 3.3 

1. จงหาวาจุดปลายสวนโคงที่ยาว θ หนวย จะอยูในจตุภาคใด เมื่อกําหนดให  
1) sinθ และ cosθ เปนจํานวนบวกทั้งคู 2)  tanθ เปนจํานวนบวก และ cosθ เปนจํานวนลบ 
3) sinθ เปนจํานวนบวก และ tanθ เปนจํานวนลบ 4)  cosθ และ tanθ เปนจํานวนลบทั้งคู 

2. จงเติมคาของฟงกชันตรีโกณมิติในตารางที่กําหนดใหตอไปนี้ใหสมบูรณ  
 0 

2
π  4

π  4
3π  3

2π  4
7π  3

4π  4
3π−  4

5π−  3
π−  

sin           
cos           
tan           

cosec           
sec           
cot           

3. กําหนดให sinθ = 0.48 และ  จงหาคาของฟงกชันตรีโกณมิติอ่ืน ๆ ของ θ 20 π≤θ≤

4. ถา 20 π≤θ≤  และ 5
4sin =θ  จงหาคาของ θ+θ eccossec  

5. ถา 20 π≤θ≤  และ 3
1tan =θ  จงหาคาของ θ+θ cotcos2  

6. จงหาคาของ  
1) 6

7
6

5
4

9
3

5
2 tancostansincos πππππ +−+−  

2) 3
4

4
3

6
7

6
5 sincostansin ππππ −+  

3) 6
352

6
352

6
352

cos2
cot1

cot1
π

π

π

+
+

−  

4) 3
5

3
5

6363 tansinsincoscossin ππππππ −++  
5) 6

112
6

2
4

2
4

2 cossinsincos ππππ +++  
6) 4

132
4

132
4

132
4

132 sincotcostan ππππ +  
7) 3

10
4

114
6

72 secsintan πππ ++  
8) 6

7
6

5
22

3 sincotcostansin ππππ −−⋅π+  
9) ( ) ( ) ( ) ( )4

21
4

21
4

21
4

21 cscseccottan ππππ −−−−+−  
10) ( )3

5
66

7
3

2 cotcostansin ππππ −+  
7. ขอความแตละขอตอไปนี้เปนจริงหรือไมเพราะเหตุใด  

1) ( ) 3232 coscoscos ππππ +=+  
2) 1sincoscossin 6363 =+ ππππ  
3) 236 sinsinsin πππ =+  
4) 6

5
36 coscos2cos πππ =+  

5) 244 sinsincos πππ =+  
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