
 4.5 ผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ และ ผลบวกและผลตางของ   
      ฟงกชันตรีโกณมิติ  

  

ผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
       จากคาของ sin(α + β) , sin(α - β), cos(α + β) , cos(α - β) เมื่อ
นํามาบวก ลบ กัน จะทําใหไดความสัมพันธที่สําคัญดังตอไปนี้  
        จาก ( ) βα+βα=β+α sincoscossinsin  และ 
            ( ) βα−βα=β−α sincoscossinsin  เมื่อนํามาบวกกันจะได  
            ( ) ( ) βα=β−α+β+α cossin2sinsin  
       ดังนั้น 

( ) ( ) βα=β−α+β+α cossin2sinsin  
       นอกจากนี้หากนํา sin(α + β) , sin(α - β) มาลบกันจะได  
            ( ) ( ) βα=β−α−β+α sincos2sinsin  
       ดังนั้น 

( ) ( ) βα=β−α−β+α sincos2sinsin   
 

จุดประสงคการเรียนรูหัวขอ 4.5 

เมื่อนักเรยีนเรยีนจบหนวยนี้
แลวนักเรยีนสามารถ 
1. บอกคาของ βα cossin2  , 

βα sincos2  
,  และ  βα coscos2

βα sinsin2  ได  
2. หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ

ของจํานวนจริงหรือของมมุ
โดยใชสูตรผลคณูของฟงกชัน
ตรีโกณมิติได 

3. บอกสูตรผลบวกและผลตาง
ของฟงกชันตรีโกณมิติได 

4.  หาคาของฟงกชันตรีโกณมิติ
ของจํานวนจริงหรือของมมุ
โดยใชสูตรผลบวกและผลตาง
ของฟงกชันตรีโกณมิติได 

       ในการพิสูจนทํานองเดียวกันกับ cos(α + β) และ cos(α - β) จะได  
( ) ( ) βα=β−α+β+α coscos2coscos  

และ 
( ) ( ) βα−=β−α−β+α sinsin2coscos   

  
 ตัวอยาง 16  จากสูตรผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติขางตน จะไดวา  

1. ( ) (( )θ+θ−θ−θ=θ⋅θ 46cos46cos
2
14sin6sin )  

                               ( )θ−θ= 10cos2cos
2
1  

2. ( ) (( )θ+θ+θ−θ=θθ 3cos3cos
2
1cos3cos )  

                               ( )θ+θ= 4cos2cos
2
1  

3. ( ) (( )θ−θ+θ+θ=θθ 53sin53sin
2
15cos3sin )       

                               
( )

( )θ+θ=

θ−+θ=

2sin8sin
2
1

)2sin(8sin
2
1

 

  
 ตัวอยาง 17  จงหาคาของ  
 1. 2sin45°cos15° 2. 2cos45°sin15° 

3. cos45°cos15° 4. sin45°sin15°  
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 วิธีทํา  
1. 2sin45°cos15° = sin(45° + 15°) + sin(45° - 15°) 
                              = sin60° + sin30° 

                                 
2

13
2
1

2
3 +

=+=  
2. 2cos45°sin15° = sin(45° + 15°) - sin(45° - 15°) 
                              = sin60° - sin30° 

                                 
2

13
2
1

2
3 −

=−=  
3. cos45°cos15°  = 2

1  [cos(45° + 15°) + cos(45° - 15°)] 

                              = 2
1  (cos60° + cos30°) 

                                 
4

13
2
3

2
1

2
1 +

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=  

4. sin45°sin15°  = 2
1  [cos(45° + 15°) - cos(45° + 15°)] 

                              = 2
1  (cos30° - cos60°) 

                                 
4

13
2
1

2
3

2
1 −

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=  

  
  

 
1. จงเปล่ียนนิพจนตอไปนี้ใหอยูในรูปผลบวกหรือผลตาง  

1) 2sin4θ⋅sin2θ  2) 2sin4θ⋅cos2θ 
3) cos3θ⋅cos5θ 4) 

2
cos

2
3sin θθ  

 
2. จงหาคาของ  

1) 4sin75°sin15°+6cos15°cos165°  
2) sin70°cos20° - cos50°cos10°  
3) sin40°sin80°sin160°  
   

  

กิจกรรม 7 

 
 
แบบฝกหัด 4.5(1) 

1. จงเขียนผลลัพธในขอตอไปนี้ในรูปของผลบวกหรือผลตางของฟงกชันไซน หรือโคไซน  

1)  
3

cos
3

2sin2  ππ 2)  
6

sin
3

2cos2  ππ 3)  
8

cos
8

5cos2 ππ  

4)  
4

sin
4

5sin2  ππ 5)  sin  °° 40cos105 6)  
12

sin
12
5cos ππ  

7)   θθ 5cos3cos 8)  θθ sin7sin  9)  °° 35sin40sin
2
1  

10) °° 35cos40cos
2
1  11) 4cos110°cos55° 12) – 4sin110°sin55°  
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2. จงหาคาของ  
1)  °−°° 25sin10cos35sin2 2) °+°° 10sin10sin20cos2  
3)  °−°° 50cos5cos55cos2 4) °°−° 10sin50sin240cos  
5) °°−°°−°° 10sin20cos210sin40cos220sin30cos2  
6) °°−°°+°° 50sin40sin20sin10sin60sin30sin  
7)  °°° 160cos80cos40cos 8)  °°°° 78cos42cos66cos6cos

9) °°° 80sin40sin20sin
3

1  10)  °°° 80cos40cos20cos8

 
 
 

 ผลบวกและผลตางของฟงกชันตรีโกณมิติ 
  

    นอกจากความสัมพันธในรูปผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ
แลว ยังสามารถหาความสัมพันธอ่ืน ๆ ไดดังนี้  

สรุปสูตรผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ 
( ) ( )β−α+β+α=βα sinsincossin2  
( ) ( )β−α−β+α=βα sinsinsincos2  
( ) ( )β−α+β+α=βα coscoscoscos2  
( ) ( )β−α−β+α=βα− coscossinsin2  

    สมมติให ( β+α=
2
1A )   และ ( β−α=

2
1B ) ดังนั้น  

    α=+ BA   และ  β=−BA  และ 
    ( ) ( )β−α+β+α=βα sinsincossin2  

    จะได 
   ( ) ( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=β−αβ+α β−αβ+αβ−αβ+α

22222
1

2
1 sinsincossin2  

   ดังนั้น  
 

22 cosn2sinsin β−αβ+α=β+α si  
    ซึ่งจากการพิสูจนในทํานองเดียวกันจะไดวา  
 

22 cossin2sinsin β+αβ−α=β−α   
  

 
22 coscos2coscos β−αβ+α=β+α   

  

 
22 sinsincoscos β−αβ+α−=β−α 2  

  

 ตัวอยาง 18  จากสูตรผลบวกและผลตางของฟงกชันตรีโกณมิติขางตนจะไดวา 
1. 2

35
2

35 cossin23sin5sin θ+θθ−θ=θ−θ  

                                
θθ=

= θθ

4cossin2

cossin2 2
8

2
2

 

2. 2
23

2
23 coscos22cos3cos θ−θθ+θ=θ+θ  

                           22
5 coscos2 θθ=  
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 ตัวอยาง 19  จงหาคาของ 
 1. °+° 15sin75sin °195 2.  −° cos105cos 
      วิธีทํา      
 1. 2

1575
2

1575 cossin215sin75sin °−°°+°=°+°  

                        

2
6

2
3

2
22

30cos45sin2

=

××=

°°=

 

2. 2
195105

2
195105 sinsin2195cos105cos °−°°+°−=°−°  

                                

( )

2
2

2
2

2
12

45sin30sin2
45sin150sin2

45sin150sin2

=

××=

°°=
°°=

°−°−=

 

  

  
 
 

1. จงเปล่ียนนิพจนตอไปนี้ใหอยูในรูปผลคูณ 
1)    sin4θ - sin2θ 2) cos2θ  + cos4θ 
3) sinθ + sin3θ 4) 2

3
2 coscos θθ −

°

 

2. จงหาคาของ 
1) +° 195sin105sin ° 2) −° 195sin105sin

°
 

3) +° 105cos195cos  
4) 

°+°
°−°

15cos75cos
15sin75sin

°

 

5)  +°+° 140cos100cos20cos
°

 
6) +°−°° 15cos35cos70cos35cos2  
7) 

°+°+°+°
°+°+°+°

50sin40sin20sin10sin
50cos40cos20cos10cos  

3. จงพิสูจนเอกลักษณตอไปนี้  
1) θ=

θ+θ
θ−θ tan

3sinsin
3coscos  2) θ=

θ+θ
θ+θ 6tan

8cos4cos
8sin4sin

3) 
2

cot
2

tan
sinsin
sinsin β−αβ+α

=
β−α
β+α

CsinBsinAsin4C2sinB2sinA2sin

 

4) ถา A + B + C = 180 ° จงพิสูจนวา 
=++  

 
 

กิจกรรม 8 
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 แบบฝกหัด 4.5(2) 

1. จงเขียนผลลัพธในขอตอไปนี้ในรูปของผลคูณของฟงกชันไซน หรือโคไซน 
1)  °+° 20sin80sin 2) °−° 20sin50sin  3)  

8
cos

8
3cos π

+
π  

4) 
12
5cos

12
7cos π

−
π  5) θ+θ 2sin4sin  6)  θ−θ 6sin4sin  

7)  θ−θ 4cos2cos 8) θ+θ 8cos3cos    
 
2. จงหาคาของ  

1)  °+° 165cos465cos 2) °+° 15sin105sin  3) °−°+° 20cos40cos80cos  

4) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ+
π

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ−
π

+θ
3

2cos
3

2coscos  5) 
°+°
°−°

15cos75cos
15sin75sin

 6) 
°

°+°
70sin

40sin10cos
 

7) 
°−°
°−°

20sin70sin
70cos20cos  8) 

11
10cos

11
4cos

11
4cos

11
3cos2 ππ

+
ππ  

9)    ( ) ( A60sinA60sinAsin 222 −°++°+ )
 

3. ถา 
5
3Asin =  จงหาคาของ ( ) ( )A60sinA60sin −°−+°  

 

4. ถา 
3

1cos =θ จงหาคาของ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ−
π

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ+
π

6
cos

6
cos  

 
5. ถา ถา A + B + C = 180 ° จงพิสูจนวา  

1) CcosBsinAcos4C2sinB2sinA2sin =+−  2) CcosBcosAsin4C2sinB2sinA2sin −=−−  
3) 

2
Ccos

2
Bsin

2
Asin4CsinBsinAsin =−+  4) 1

2
Ccos

2
Bsin

2
Acos4CcosBcosAcos −=+−  

5) 
2
Csin

2
Bsin

2
Asin21

2
Csin

2
Bsin

2
Asin 222 −=++   

 
        
       ปุมโทรศัพทท่ีเราใชกันอยูในปจจุบัน ในแตละปุมจะกําหนด
เสียงซึ่งเกิดจากผลบวกของคลื่นความถี่สูง และคล่ืนความถี่ตํ่า โดย
สมการคลื่นความถี่สูง คือ y = sin[2πht] และ สมการคลื่นความถี่
ตํ่า คือ y = sin[2πlt] โดยกําหนดให l และ h คือ คล่ืนความถี่ตํ่า
และสูง(รอบตอวินาที) ตามลําดับ ตัวอยางเชน ถาผู ใชกดปุม
หมายเลข 7 จะประกอบดวยคล่ืนความถี่สูงขนาดh = 1,209 รอบตอ
วินาที และ คล่ืนความถี่ตํ่า  l = 852 รอบตอวินาที และสมการคลื่น
ความถี่ของปุมหมายเลข 7 คือ    

y = sin[2π(1209)t]+ sin[2π(852)t] 
           

 

คําถาม  นักเรียนคิดวาคาสูงสุดของ y เมื่อกดปุม 7 เปนเทาใด  
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